
Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Îòâåò: y = 2x2 − 3.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàê ýëëèïñ, çàäàííûé óðàâíåíèåì èç óñëîâèÿ çàäà÷è, òàê è
êîîðäèíàòû òî÷åê êàñàíèÿ, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Îòñþäà íàïðà-
øèâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èñêîìàÿ ïàðàáîëà èìååò îñü îðäèíàò â êà÷åñòâå ñâîåé
îñè ñèììåòðèè. Â ðàìêàõ òàêîãî äîïóùåíèÿ, çàäà÷à ðåøàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. À èìåí-
íî, ïàðàáîëà çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì âèäà y = kx2 + b, è ââèäó òîãî, ÷òî îíà ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó (1,−1), èìååì k+ b = −1. Âòîðóþ òî÷êó ïðè ýòîì ìîæíî íå ðàññìàòðè-
âàòü ââèäó ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè.

Äàëåå, ïîëàãàÿ Φ(x, y) = 4x2 + y2 − 5, íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè ê
ýëëèïñó â òî÷êå (x, y). Îí èìååò êîîðäèíàòû (∂Φ/∂x, ∂Φ/∂y) = (8x, 2y), è â òî÷êå
êàñàíèÿ (x, y) = (1,−1) îí êîëëèíåàðåí âåêòîðó (4,−1), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð â òîé æå òî÷êå êîëëèíåàðåí (1, 4), òî åñòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò
êàñàòåëüíîé ðàâåí 4. Ñðàâíèì åãî ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì êàñàòåëüíîé ê ïàðà-
áîëå, ðàâíûì (kx2 + b)′ = 2kx. Ïðè x = 1 ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ 2k = 4, òî
åñòü k = 2, è ïîòîìó b = −1 − k = −3. Ïàðàáîëà òåì ñàìûì çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì
y = 2x2 − 3.

Îäíàêî çäåñü ìû â õîäå ðàññóæäåíèé íåÿâíî îïèðàëèñü íà íåäîêàçàííûé ôàêò.
Âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå ñëåäîâàëî, ÷òî íàøà ïàðàáîëà äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷-
íà îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íàïðÿìóþ âûòåêàåò ëèøü
òî, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî ïàðàáîëà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è, òî è ñèììåòðè÷-
íàÿ åé òàêæå óäîâëåòâîðÿåò, íî â ïðèíöèïå âîçìîæåí òàêîé âàðèàíò, ÷òî ðåøåíèé ó
çàäà÷è èìååòñÿ áîëåå îäíîãî.

Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ðàññóæäåíèå. Ðàññìîòðèì êðèâóþ
âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

Ψ(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

Åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (−1,−1) è (1,−1), òî âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà A+2B+C−D−E+F = 0 è A−2B+C+D−E+F = 0, îòêóäà D = 2B,
F = −A− C + E.

Äàëåå, âåêòîð íîðìàëè ê êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (êîòîðóþ ìû ïðåäïîëàãàåì
ïàðàáîëîé) ðàâåí (∂Ψ/∂x, ∂Ψ/∂y) = (2Ax+2By+D, 2Bx+2Cy+E). Èñïîëüçóÿ ôàêò
êàñàíèÿ ñ ýëëèïñîì, è ïîëàãàÿ (x, y) = (1,−1), èìååì êîëëèíåàðíûå âåêòîðû (4,−1) è
(2A−2B+D, 2B−2C+E), ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ 2A−2B+D+4(2B−2C+E) = 0.
Ââèäó D = 2B, îíî óïðîùàåòñÿ äî A+ 4B − 4C + 2E = 0.

Â òî÷êå (x, y) = (−1,−1) âåêòîð íîðìàëè ê ýëëèïñó èìååò êîîðäèíàòû (4, 1), è
îí êîëëèíåàðåí âåêòîðó (2A + 2B − D, 2B + 2C − E), ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
2A+ 2B −D = 4(2B + 2C − E), óïðîùàåìîìó äî A = 4B + 4C − 2E.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå íàìè ñîîòíîøåíèÿ A = 4B+4C−2E è A+4B−4C+2E =
0, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî B = 0 è A = 4C−2E. Ñëåäîâàòåëüíî, D = 0, F = 3E−5C.

Ïîñêîëüêó B = 0, è íàøà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, ÷èñëà A è C íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.



1) A = 0. Ïðè ýòîì E = 2C, F = C. Óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ äî y2 + 2y + 1 = 0,
÷òî äà¼ò ïàðó ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ, è ýòîò âàðèàíò îòïàäàåò.

2) C = 0. Çäåñü A = −2E, F = 3E, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ −2x2 + y + 3 = 0
èëè y = 2x2 − 3.

Ýòî è åñòü èñêîìîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Çàäà÷à èìååò â òî÷íîñòè îäíî ðåøåíèå.

2. Îòâåò: äà, âåðíî.

Ïóñòü U = (0, 1)2 \ S, ãäå S ñ÷¼òíî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A, B èç U .
Èõ ìîæíî ñîåäèíèòü â îòêðûòîì êâàäðàòå (0, 1)2 êîíòèíóàëüíûì ÷èñëîì ëîìàíûõ
ëèíèé, êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê A, B. Íàïðèìåð,
ìîæíî âçÿòü ëîìàíûå âèäà ACB, ãäå C � òî÷êà îòêðûòîãî êâàäðàòà, ëåæàùàÿ íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AB. ßñíî, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ëîìàíûõ íå áóäåò
ñîäåðæàòü òî÷åê ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà S. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîåäèíÿåò A è B â U .
×òî âëå÷¼ò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, à ïîòîìó è ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà U .

3. Îòâåò: 1.

Âñåãî èìååòñÿ â òî÷íîñòè n! áèåêöèé In íà ñåáÿ, è êàæäàÿ òàêàÿ áèåêöèÿ çàäà¼òñÿ
ïåðåñòàíîâêîé. Âûïèøåì âñå òàêèå ïåðåñòàíîâêè â âèäå ìàòðèöû èç n! ñòðîê è n
ñòîëáöîâ, è ïðîòèâ êàæäîé ñòðîêè íàïèøåì ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê áèåêöèè,
çàäàâàåìîé íàïèñàííîé ïåðåñòàíîâêîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë ν(f) ïî âñåì
áèåêöèÿì f ðàâíà êîëè÷åñòâó ñèìâîëîâ, ñòîÿùèõ â ñòîëáöå ñ íîìåðîì, ðàâíûì ýòîìó
ñèìâîëó. Äëÿ êàæäîãî i îò 1 äî n, èìååòñÿ ðîâíî (n− 1)! ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ i
çàíèìàåò i-å ìåñòî. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, ñòîÿùèõ íà ñâîèõ ìåñòàõ,
ñîñòàâëÿåò n · (n − 1)! = n!. Îñòàëîñü ðàçäåëèòü ýòó âåëè÷èíó íà îáùåå êîëè÷åñòâî
áèåêöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ 1. Ýòî è åñòü èñêîìîå ñðåäíåå çíà÷åíèå.

4. Ïóñòü x ≥ 0. Òîãäà y′′ + y = x, òî åñòü (y − x)′′ + (y − x) = 0, îòêóäà y =
x + a cosx + b sinx. Ïðè x ≤ 0, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì y′′ + y = −x, òî åñòü
(y + x)′′ + (y + x) = 0, à ïîòîìó y = −x+ c cosx+ d sinx.

Â òî÷êå 0 çíà÷åíèÿ îáîèõ âûðàæåíèé äëÿ y äîëæíû ñîâïàäàòü, ÷òî îçíà÷àåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà a = c. Äàëåå, íàõîäÿ ïðîèçâîäíûå íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ,
ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà y′ = 1−a sin x+ b cos x ïðè x ≥ 0, è y′ = −1−a sin x+d cosx.
Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé â íóëå äà¼ò 1 + b = −1 + d, òî åñòü d = b+ 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëàñü ôóíêöèÿ

y(x) =

{
x+ a cos x+ b sinx, x ≥ 0
−x+ a cos x+ (b+ 2) sinx, x ≤ 0

óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. (Ñîâïàäåíèå âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé â íóëå ñïðàâà è ñëåâà ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.)

Îñòàëîñü ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Èç π/2 = y(π) = π − a ïîëó÷àåì a =
π/2. Ïîñêîëüêó ïðè x ≤ 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî y′(x) = −1 − a sin x + (b + 2) cosx,



çàêëþ÷àåì, ÷òî 0 = y′(−π) = −1− (b+ 2), òî åñòü b = −3. Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

y(x) =

{
x+ π

2
cos x− 3 sin x, x ≥ 0

−x+ π
2
cos x− sin x, x ≤ 0

.

5. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≥ b ≥ c. Äîêàçûâàåìîå
íåðàâåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a3ab3bc3c ≥ aa+b+cba+b+cca+b+c,

à òàêæå â âèäå
a2a−b−cb2b−a−cc2c−a−b ≥ 1.

Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

a2a−b−cb2b−a−cc2c−a−b =
(a
b

)2a−b−c

ba+b−2cc2c−a−b =
(a
b

)2a−b−c
(
b

c

)a+b−2c

≥ 1,

ââèäó a/b ≥ 1, b/c ≥ 1, 2a− b− c ≥ 0, a+ b− 2c ≥ 0.

6. Ïîëàãàÿ g = ab−1 â ðàâåíñòâå g3 = e, ïîëó÷àåì ab−1ab−1ab−1 = e. Îòñþäà
ab−1a = (b−1ab−1)−1 = ba−1b. Íî a−1 = a2, b−1 = b2, ïîýòîìó ab · ba = ab−1a = ba−1b =
ba · ab, ÷òî îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ýëåìåíòîâ ab è ba.

7. Ïóñòü n = pk11 pk22 · · · pkrr � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n, ãäå p1 < p2 <
· · · < pr � ïðîñòûå ÷èñëà, è k1, k2, . . . , kr ≥ 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè φ(n) èìååòñÿ
èçâåñòíàÿ ôîðìóëà

φ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
,

âûâîä êîòîðîé ìîæåò áûòü îñóùåñòâë¼í î÷åíü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåä¼ì îäèí
èç íèõ, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèÿõ.

Ïðåæäå âñåãî, ïóñòü ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ÷èñëî îò 1 äî n ïðè ðàâíîâåðîÿòíîì
âûáîðå. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííîå ÷èñëî áóäåò âçàèìíî ïðîñòî ñ n,
ðàâíî φ(n)/n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âçàèìíàÿ ïðîñòîòà êàêîãî-òî ÷èñëà ñ n â òî÷íîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë ñïèñêà p1, p2, . . . ,
pr.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai (1 ≤ i ≤ r) ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âû-
áðàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà pi. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1/pi,
à âåðîÿòíîñòü åãî äîïîëíåíèÿ Āi ðàâíà 1 − 1/pi. Âðåìåííî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå íàìè ñîáûòèÿ âèäà Āi (1 ≤ i ≤ r) íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Òîãäà
èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåðîÿòíîñòü φ(n)/n ðàâíà P (Ā1 · · · Ār) = P (Ā1) · · ·P (Ār), ÷òî ðàâ-
íî ïðîèçâåäåíèþ âåëè÷èí âèäà 1 − 1/pi ïî âñåì i îò 1 äî r, è ýòî äà¼ò òðåáóåìóþ
ôîðìóëó.

Íåçàèñèìîñòü æå ñîáûòèé ñëåäóåò âîò èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðåæäå âñåãî, ñî-
áûòèå A1 · · ·Ar ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà êàæäîå èç



ïðîñòûõ ÷èñåë ñïèñêà p1, . . . , pr, à ýòî ðàâíîñèëüíî äåëèìîñòè ÷èñëà íà èõ ïðîèçâå-
äåíèå. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ åñòü íå ÷òî èíîå êàê 1/p1 . . . pr, òî åñòü îíà ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé P (Ai) = 1/pi ïî âñåì i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî P (A1 · · ·Ar) = P (A1) · · ·P (Ar), òî åñòü ñîáûòèÿ A1, . . . , Ar íåçàâèñèìû
â ñîâîêóïíîñòè. Â òî÷íîñòè òî æå ñîîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ìû âîçüì¼ì
êàêóþ-òî ÷àñòü èç ýòèõ æå ñîáûòèé, òî è îíè îêàæóòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíî-
ñòè.

Òåïåðü, çíàÿ ñîâîêóïíóþ íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ ñîáûòèé A, B, C, . . . , à òàêæå
ñîâîêóïíóþ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé B, C, . . . , ìû ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêè ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

P (ĀBC · · ·) = P (BC · · ·)− P (ABC · · ·) = P (B)B(C) · · · − P (A)P (B)P (C) · · · ,

òî åñòü
P (ĀBC · · ·) = (1− P (A))P (B)P (C) · · · = P (Ā)P (B)P (C) · · · ,

à ýòî îçíà÷àåò ñîâîêóïíóþ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé Ā, B, C, . . . . Òåì ñàìûì ìû
ìîæåì øàã çà øàãîì çàìåíèòü êàæäîå èç ñîáûòèé âèäà Ai íà åãî äîïîëíåíèå, îáîñ-
íîâûâàÿ ýòèì íóæíûé íàì ôàêò î òîì, ÷òî ñîáûòèÿ âèäà Āi (1 ≤ i ≤ r) íåçàâèñèìû
â ñîâîêóïíîñòè.

Òåïåðü çàéì¼ìñÿ âîïðîñîì î äåëèòåëÿõ ÷èñëà n. Âñå îíè èìåþò âèä n = pm1
1 pm2

2 · · · pmr
r ,

ãäå 0 ≤ mi ≤ ki ïðè âñåõ i îò 1 äî r. Ïîýòîìó ñóììà âñåõ òàêèõ äåëèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè(

1 + p1 + p21 + · · ·+ pk11
)
· · ·

(
1 + pr + p2r + · · ·+ pkr1

)
,

îòêóäà

σ(n) = n ·
(
1 + p−1

1 + p−2
1 + · · ·+ p−k1

1

)
· · ·

(
1 + p−1

r + p−2
r + · · ·+ p−kr

1

)
,

÷òî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

σ(n) = n ·

(
1− 1

p
k1+1
1

)
· · ·

(
1− 1

pkr+1
r

)
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pr

) .

Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî φ(n)σ(n) = cn2, ãäå

c =

(
1− 1

pk1+1
1

)
· · ·

(
1− 1

pkr+1
r

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî c < 1. Äàëåå,

c ≥
(
1− 1

p21

)
· · ·

(
1− 1

p2r

)
≥

n∏
t=2

(
1− 1

t2

)
>

1

2



ââèäó òîãî, ÷òî

n∏
t=2

(
1− 1

t2

)
=

1 · 3
2 · 2

· 2 · 4
3 · 3

· · · (n− 1)(n+ 1)

n · n
=

1

2
· n+ 1

n
>

1

2
.

8. Îòâåò: I+/I = 1/3.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë I â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ ñëàãàåìûõ ïî êàæäîìó èç êâàä-
ðàíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ÷¼òíîñòè ôóíêöèè v, ïðè îäíîâðåìåííîé ñìåíå çíàêà ó
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, èíòåãðàë íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó I ðàâåí óäâîåííîé ñóììå
èíòåãðàëîâ ïî äâóì êâàäðàíòàì, äëÿ êîòîðûõ x ≥ 0. Èíòåãðàë ïî êâàäðàíòó x ≥ 0,
y ≥ 0 ðàâåí I+, à èíòåãðèðîâàíèå ïî êâàäðàíòó x ≥ 0, y ≤ 0 äà¼ò èíòåãðàë

I− =

∞∫
0

0∫
−∞

v(x)v(x− y)v(y) dx dy =

∞∫
0

∞∫
0

v(x)v(x+ y)v(y) dx dy.

Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî I = 2(I++I−). Ñðàâíèì èíòåãðàëû I+ è I−. Äëÿ ýòî-
ãî ðàçîáü¼ì I+, ðàññìàòðèâàåìûé êàê äâîéíîé èíòåãðàë, íà ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ.
Â ïåðâîì èç íèõ ìû èíòåãðèðóåì ôóíêöèþ v(x)v(x−y)v(y) ïî ìíîæåñòâó x ≥ y ≥ 0,
à âî âòîðîì � òó æå ôóíêöèþ ïî ìíîæåñòâó y ≥ x ≥ 0. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå,
ïîñëå çàìåíû t = x− y ≥ 0, ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë

∞∫
0

∞∫
0

v(y + t)v(t)v(y) dt dy = I−,

à âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî ïåðâîìó â ñèëó ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî I+ = 2I−. Ïîýòîìó I = 2(I+ + I−) = 6I−. Ñëåäîâàòåëüíî, I+/I = 1/3.


