
Ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 2009 ãîä

1. Ïàðàáîëà êàñàåòñÿ ýëëèïñà 4x2 + y2 = 5 â òî÷êàõ (−1,−1) è (1,−1). Íàéòè å¼
óðàâíåíèå.

2. Èç îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî êâàäðàòà óäàëåíî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Âåðíî
ëè, ÷òî ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì?

3. Ïóñòü f � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà In = { 1, 2, . . . , n} íà
ñåáÿ, ñëó÷àéíî âûáèðàåìîå ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èç âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé. ×åðåç
ν(f) îáîçíà÷èì ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f , òî åñòü òàêèõ i îò 1 äî n,
äëÿ êîòîðûõ f(i) = i. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν, òî
åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

4. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′+y = |x|, ãäå ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì y(π) = π/2 è y′(−π) = 0.

5. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

aabbcc ≥ (abc)
a+b+c

3 .

6. Äàíà ãðóïïà (G, ·), â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî g3 = e. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû âèäà ab è ba â ýòîé ãðóïïå âñåãäà ïåðåñòàíîâî÷-
íû.

7. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×åðåç φ(n) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îòðåçêà [1, n], êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ n (ôóíêöèÿ Ýéëåðà), è ïóñòü σ(n)
åñòü ñóììà âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n > 1
ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

n2

2
< φ(n)σ(n) < n2.

8. Äàíà ÷¼òíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ v(x), ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

v(x)v(x− y)v(y) dx dy

ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì

I+ =

∞∫
0

∞∫
0

v(x)v(x− y)v(y) dx dy.

Íàéòè îòíîøåíèå I+/I.


