
Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ðàññìîòðèì i-þ ñòðîêó è j-é ñòîëáåö ìàòðèöû. Â ñòðîêå âûäåëèì ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò ais, à â ñòîëáöå � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò atj. Ïîíÿòíî, ÷òî ais ≤ aij ≤ atj.
Èç ýòîãî ñëåäóåò âûâîä, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîé èç ñòðîê íå ïðåâîñõîäèò
ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ëþáîãî èç ñòîëáöîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé ñðåäè
ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîê íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîãî ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ. Íåðàâåíñòâî èìåííî ýòî è óòâåðæäàåò.

2. Ïîëîæèì an = 52n − 1. Ïðåæäå âñåãî, a0 = 4. Äàëåå, an+1 = (52n)2 − 1 =
(52n − 1)(52n − 1) = an(an + 2). Ïîýòîìó an äåëèòñÿ íà 4 ïðè âñåõ n ≥ 0. Ïîñêîëüêó
ïðè ýòîì ÷èñëî an + 2 äåëèòñÿ òîëüêî íà 2, íî íå íà 4, òî ïðè óâåëè÷åíèè n íà 1,
ïîêàçàòåëü ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè äâîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ an, óâåëè÷èòñÿ ðîâíî
íà åäèíèöó. Îòñþäà ëåãêî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî an äåëèòñÿ íà 2n+2, íî íå äåëèòñÿ
íà 2n+3.

Îòâåò: 2n+2.

3. Ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî n ≥ 1, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî f (n)(x) áóäåò èìåòü n
òî÷åê ðàçðûâà, à èìåííî: 0, 2, . . . , 2(n − 1). Íà ïðîìåæóòêàõ (2(n − 1),∞), (2(n −
2), 2(n− 1)], . . . , (0, 2], (−∞, 0] ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x− 2n,
2, 0, −2, . . . , ãäå òðè ïîñëåäíèõ çíà÷åíèÿ äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè.

Îòâåò: n.

4. Êîîðäèíàòà òî÷êè C çàäà¼òñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ë¼ííîé íà îòðåçêå [0, 1]. Âûáèðàÿ òî÷êó D íà îòðåçêå AC òåì æå ñïîñîáîì, ìû
óìíîæàåì ξ íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η, êîòîðàÿ èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, è
ïðè ýòîì îáå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòà òî÷êè D ("íà÷à-
ëà òîãî êîíöà, êîòîðûì îêàí÷èâàåòñÿ íà÷àëî") îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ξη. Ââèäó
íåçàâèñèìîñòè, èìååì Mξη = MξMη = (1/2)(1/2) = 1/4.

Îòâåò: 1/4.

5. Ïóñòü x 6= 0; òîãäà â óñëîâèè íà ôóíêöèþ ìîæíî çàìåíèòü x íà 1/x è ïîëó÷èòü
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÷òî ïîñëå àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äà¼ò âòîðîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ f(x) è f(1/x), à ïåðâîå óðàâíåíèå ñîäåðæèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Ðåøàÿ
ñèñòåìó, ïîëó÷àåì
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.

6. Ïðîñóììèðóåì ïî îòäåëüíîñòè ðÿäû âèäà
∞∑
n=2

1

Ck
n+k



äëÿ êàæäîãî k ≥ 2, à çàòåì ñëîæèì ðåçóëüòàòû. Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì:
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ââèäó òîãî, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà â ñêîáêàõ ðàâíû 1/3 − 1/4, 1/4 − 1/5, 1/5 − 1/6, è òàê
äàëåå.

Åñëè k = 3, òî èìååì ðÿä
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ââèäó òîãî, ÷òî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ n(n+ 1)(n+ 2), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ïîëóðàçíîñòè âåëè÷èí, îáðàòíûõ n(n+ 1) è (n+ 1)(n+ 2).

Â îáùåì ñëó÷àå ìû óìíîæàåì k! íà ñóììó
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ (n + 1)(n + 2) · · · (n + k), ðàâíà ðàçíîñòè
âåëè÷èí, îáðàòíûõ (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k− 1) è (n+ 2)(n+ 2) · · · (n+ k), ïîäåë¼ííîé
íà k − 1, ìû â èòîãå íàõîäèì çíà÷åíèå ñóììû:
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Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ ëèøü ïðîñóììèðîâàòü âñå ýòè âåëè÷èíû ïî k ≥ 2. Äëÿ ÷¼òíûõ
çíà÷åíèé k ó íàñ âîçíèêíåò ðÿä
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ñ ñóììîé 1, à äëÿ íå÷¼òíûõ � ðÿä
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ñ ñóììîé 1/2. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ 1 + 1/2 = 3/2.
Îòâåò: 3/2.
7. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë èç óñëîâèÿ çàäà÷è â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ � îò 0

äî π/4 è îò π/4 äî π/2. Ïîñëå çàìåíû âèäà x 7→ π/2−x âî âòîðîì èíòåãðàëå, ïîëó÷èò-
ñÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèè òîãî æå âèäà, íî ñ çàìåíîé òàíãåíñà íà êîòàíãåíñ. Ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíóò ðàâíû 0 è π/4, è â ýòèõ ïðåäåëàõ íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü
ñóììó äâóõ ôóíêöèé. Ïîëàãàÿ y = (tg x)

√
2, ìû èìååì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ôóíê-

öèþ 1/(1 + y) + 1/(1 + y−1), ÷òî òîæäåñòâåííî ðàâíî 1. Ïîýòîìó çíà÷åíèå èíòåãðàëà
ðàâíî π/4. (Ýòîò ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, â êîòîðóþ
âîçâîäèòñÿ òàíãåíñ.)



Îòâåò: π/4.

8. Ïóñòü ïàðàáîëû êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå (x0, y0). Âû÷èñëÿÿ óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò îáùåé êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé ê ãðàôèêàì â ýòîé òî÷êå, ìû âèäèì, ÷òî
îí ðàâåí 2x0 è 2y0 â äâóõ ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà
ïåðåìåíîé îñåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà âçàèìíî îáðàòíû, òî åñòü
(2x0)(2y0) = 1.

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå
(x, y), è òîãäà ïàðàìåòðû a è b äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà
èç òð¼õ óðàâíåíèé 




y = x2 + a
x = y2 + b
4xy = 1

ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Óäîáíî ââåñòè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ u = 2x, v = 2y, c = 4a,
d = 4b, ïðèâîäÿ ñèñòåìó ê âèäó





2v = u2 + c
2u = v2 + d
uv = 1

Äîìíîæåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà v ïðèâîäèò ê óñëîâèþ 2v2 = u + cv, îòêóäà ñ
ó÷¼òîì v2 = 2u − d èìååì 4u − 2d = u + cv, òî åñòü 3u − cv = 2d. Èç ñîîáðàæåíèé
ñèììåòðèè, ïîëó÷àåì òàêæå 3v − du = 2c. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñèñòåìà





3v = du+ 2c
3u = cv + 2d
uv = 1

îêàæåòñÿ ðàâíîñèëüíà ïðåäûäóùåé: ïîñëå äîìíîæåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà v èìå-
åì 3v2 = d+ 2cv, à ñ ó÷¼òîì âòîðîãî, òî åñòü cv = 3u− 2d, âûâîäèì 3v2 = d+ 6u− 4d,
÷òî ðàâíîñèëüíî 2u = v2 + d. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå 2v = u2 + c.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå äîìíîæåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà 3, à âòîðîãî íà d, à
çàòåì ñðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì (9− cd)v = 2(3c+ d2). Àíàëîãè÷íî, (9− cd)u = 2(c2 + 3d).
Â "âûðîæäåííîì"ñëó÷àå cd = 9 ýòî äà¼ò 3d = −c2, 3c = −d2, òî åñòü c = d = −3.
Òîãäà ñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé u+ v = −2, uv = 1, òî åñòü u = v = −1.

Â "íåâûðîæäåííîì"ñëó÷àå, òî åñòü êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íå ðàâåí íóëþ, ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u = 2(c2 + 3d)/(9− cd), v = 2(3c+ d2)/(9− cd). Ñ ó÷¼òîì òðåòüåãî óðàâíåíèÿ, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (9 − cd)2 = 4(c2 + 3d)(3c + d2). Çàìåòèì, ÷òî â "âûðîæäåí-
íîì"ñëó÷àå îíî òàêæå âûïîëíåíî, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû èç òð¼õ óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçóÿ, èìååì 81− 18cd+ c2d2 =
4c2d2 + 12c3 + 12d3 + 36cd, ÷òî ïîñëå óïðîùåíèé äà¼ò 4c3 + 4d3 + c2d2 + 18cd = 27.
Îñòàëîñü çàìåíèòü c íà 4a è d íà 4b.

Îòâåò: 256(a3 + b3 + a2b2) + 288ab = 27.


