
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

1. Ýëåìåíò x ∈ G ïîðÿäêà 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì x = x−1, x 6= e.
Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå íåò, òî âñå å¼ íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû
ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì
ïîðÿäîê ãðóïïû G íå ìîæåò áûòü ÷¼òíûì.

2. Ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì x èìååì
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√
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Ñëåäîâàòåëüíî,
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3. Ïóñòü x2 + 3y2 = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè y = 1/2 èìååì x = ±1/2.
Ïóñòü y 6= 1/2. Ïîëîæèì

t =
x− 1/2

y − 1/2
.

ßñíî, ÷òî åñëè x, y ∈ Q, òî è t ∈ Q. Ïîëàãàÿ u = y− 1/2 6= 0, èìååì
y = u + 1/2, x = tu + 1/2. Ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïîëó÷àåì
(tu+1/2)2 +3(u+1/2)2 = 1, ÷òî ïîñëå óïðîùåíèé è ñîêðàùåíèÿ íà
u 6= 0 äà¼ò (t2 + 3)u + t + 3 = 0. Îòñþäà âûðàæàåì u è íàõîäèì

(x, y) =

(
−t2 + 6t− 3

2(t2 + 3)
,
t2 − 2t− 3

2(t2 + 3)

)
.

Óñëîâèå u 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî t 6= −3. ßñíî, ÷òî ïðè t = −3 ôîðìóëà
äëÿ (x, y) äà¼ò óæå ó÷ò¼ííîå ðåøåíèå (1/2, 1/2). Ìîæíî òàêæå îòìå-
òèòü, ÷òî è äðóãîå ó÷ò¼ííîå âûøå ðåøåíèå (−1/2, 1/2) ïîëó÷àåòñÿ
èç îáùåé ôîðìóëû êàê ïðåäåë ïðè t → ∞. Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ,
÷òî íàéäåííàÿ ôîðìóëà îïèñûâàåò â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå âñå
ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + 3y2 = 1 ïðè t ∈ Q ∪ {∞}.



4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåë¼ííîå â óñëîâèè îòíîøåíèå ãîìîòîïèè
íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó C
ïîðÿäêà n. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ãî-
ìîòîïèè, ïðåîáðàçóÿ ìàòðèöó çà íåñêîëüêî îòäåëüíûõ øàãîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det C > 0. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû C
ïî ïåðâîé ñòðîêå. Õîòÿ áû îäíî èç n âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ñëà-
ãàåìûõ ïîëîæèòåëüíî; ïóñòü îíî ðàñïîëîæåíî â j-ì ñòîëáöå. Âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ìîæíî íåïðåðûâíî ïðèâåñòè ê íóëþ, ñîõðà-
íÿÿ èõ çíàê � ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè äîìíîæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû íà 1 − λ. Îñòàâøèéñÿ êîýôôèöèåíò a1j

ïðèâîäèòñÿ òàêèì æå îáðàçîì ê 1 èëè −1 äîìíîæåíèåì íà ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ 1 ïðè λ = 0 è 1/|a1j| ïðè λ = 1. Äàëåå âñå
ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû j-ãî ñòîëáöà ìîæíî òàêæå äîìíîæèòü
íà 1−λ. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà C ãîìîòîïíà ìàòðèöå, ó êîòîðîé
ïåðâàÿ ñòðîêà è j-é ñòîëáåö óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèåì çàäà÷è.
Äàëåå ïðåîáðàçóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð ìàòðèöû ïî òîìó æå
ïðèíöèïó.
Ñëó÷àé det C < 0 ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæåíèå î òîì, ÷òî
âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ãîìîòîïíà ëèáî åäèíè÷íîé ìàòðè-
öå, ëèáî äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè ðàñïîëî-
æåíû ÷èñëà 1, 1, . . . , 1, −1. Ëåãêî âèäåòü òàêæå èç ñîîáðàæåíèé
íåïðåðûâíîñòè, ÷òî ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëÿìè ðàçíîãî çíàêà íå
ãîìîòîïíû.

5. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ çâ¼çäíûì, òî êðóãè ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Åñëè O1 = O2, òî îáúåäèíåíèå áóäåò çâ¼çäíûì âñåãäà,
è ýòî æå âåðíî, åñëè îäèí èç êðóãîâ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì. Îñòà¼òñÿ
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Oi è ðàäèóñîì ri,
ãäå i = 1, 2, ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ P , Q. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî äëÿ çâ¼çäíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
óãîë O1PO2 áûë ïî âåëè÷èíå íå áîëüøå ïðÿìîãî. Ñ ó÷¼òîì òåîðå-
ìû êîñèíóñîâ, ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ O1O

2
2 ≤ r2

1 +r2
2. Åñëè îäèí èç

êðóãîâ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, òî O1O2 ≤ |r1− r2|, è ýòî óñëîâèå âû-
ïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

(a1 − a2)
2 + (b1 − b2)

2 ≤ r2
1 + r2

2.



6. Ïóñòü O � îäíà èç òî÷åê, êîòîðàÿ ìîæåò ñëóæèòü öåíòðîì ïîëíîé
îêðóæíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî O ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç (m−1)(n−1)
âíóòðåííèõ óçëîâ ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà íà êâàäðàòû. Ïóñòü
ξO � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ 1, åñëè òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì ïîëíîé îêðóæíîñòè è ðàâíàÿ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξO ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ξO = 1. Ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ñîñòàâëÿåò (1/4)4, òàê êàê äëÿ
âîçíèêíîâåíèÿ ïîëíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ, èìåþùèõ O âåð-
øèíîé, äóãà áûëà ïðîâåäåíà ñ öåíòðîì â òî÷êå O.
Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîé
òðåáóåòñÿ íàéòè. ßñíî, ÷òî îíà ðàâíà ñóììå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξO ïî âñåì òî÷êàì O. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ìàòîæèäàíèå ñóì-
ìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå ìàòîæèäàíèé (ýòî âåðíî äëÿ
ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàê íåçàâèñèìûõ, òàê è çàâèñèìûõ),
ïîëó÷àåì â îòâåòå (m− 1)(n− 1)/256.

7. Èç ðàâåíñòâà x3+ax2+bx+c = (x−a)(x−b)(x−c) ñ ó÷¼òîì òåîðåìû
Âèåòà èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé





a + b + c = −a
ab + ac + bc = b
abc = −c .

Åñëè c = 0, òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ab = b, ò.å. b = 0 èëè a = 1.
Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì ñîîòâåòñòâåííî a = 0 èëè b = −2.
Ýòî äà¼ò äâà ìíîãî÷ëåíà x3 è x3 + x2 − 2x.
Ïóñòü c 6= 0. Òîãäà ab = −1, c = −(2a + b), (a + b)c = b − ab =
b + 1, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (2a + b)(a + b) + b + 1 = 0, ò.å.
2a2 + b2 + b − 2 = 0. Äîìíîæàÿ íà b2, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî b 6= 0,
èìååì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå b4 + b3 − 2b2 + 2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå
èìååò êîðåíü b = −1, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè
(b + 1)(b3 − 2b + 2) = 0. Ñëó÷àé b = −1 ïðèâîäèò ê a = 1, c = −1,
ò.å. ê ìíîãî÷ëåíó x3 + x2 − x− 1.
Ïîêàæåì, ÷òî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå b3−2b+2 = 0 èìååò â òî÷íîñòè
îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü b0. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè áóäóò ÷èñëà
±

√
2/3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíà b3 − 2b + 2 â

ýòèõ òî÷êàõ áóäóò ÷èñëà 2 ± 4
√

2/3/3 > 0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ b3−2b+2 âîçðàñòàåò ïðè b ∈ (−∞,−

√
2/3 ], èçìåíÿÿñü îò

−∞ äî íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, à ïîòîìó îáðàùàåòñÿ â



íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå b0 < −
√

2/3. Äàëåå ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè
b ∈ [−

√
2/3,

√
2/3 ], ïðèíèìàÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è

äàëåå âîçðàñòàåò ïðè b ∈ [
√

2/3,∞).
Ïî çíà÷åíèþ b = b0 îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ a = −1/b è c = −(2a+b).
Ýòî äà¼ò ÷åòâ¼ðòûé ìíîãî÷ëåí, ïîñêîëüêó b0 6= −2, b0 6= −1.
Â èòîãå ìû èìååì 4 ìíîãî÷ëåíà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è.

8. Ïîëîæèì

F (u) =




u∫

0

e−x2/2 dx




2

=

∫∫

0≤x,y≤u

e−(x2+y2)/2 dx dy.

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, îöåíèâàåì F (x) ñâåðõó äâîé-
íûì èíòåãðàëîì ïî ÷åòâåðòè êðóãà ðàäèóñîì u

√
2 è ñíèçó � äâîé-

íûì èíòåãðàëîì ïî ÷åòâåðòè êðóãà ðàäèóñîì u. Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò,
÷òî ÿêîáèàí ïðè ïåðåõîäå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì
ðàâåí r, ò.å. dx dy = r dr dϕ, âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

∫∫

x2+y2≤R

e−(x2+y2)/2 dx dy =

π/2∫

0

dϕ

R∫

0

re−r2/2 dr = π(1− eR2/2)/2,

÷òî ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êîðíåé ïðèâîäèò ê òðåáóåìûì íåðàâåíñòâàì.

9. Î÷åâèäíî, x0 < x1. Îòñþäà x1 > x2, x2 < x3 è òàê äàëåå. Êðîìå
òîãî, x2 > a+1/x1 > a = x0, à ïîòîìó x3 = a+1/x2 < a+1/x0 = x1,
x4 = a + 1/x3 > a + 1/x1 = x2 è òàê äàëåå. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
âûòåêàåò, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ âëîæåííîé ñèñòåìîé îòðåçêîâ

[x0, x1] ⊃ [x2, x3] ⊃ · · · ⊃ [x2n, x2n+1] ⊃ · · · .

Ïðîâåðèì, ÷òî äëèíû ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ îòðåçêîâ � ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè α, ïðè÷¼ì α = limn→∞ xn.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî x0 = a ≥ 1, xn ≥ x2 = q > 1 ïðè n ≥ 1.
Ïîýòîìó ïðè âñåõ n ≥ 0 èìååì

|xn+2 − xn+1| =
∣∣∣∣

1

xn+1

− 1

xn

∣∣∣∣ =
|xn+1 − xn|

xnxn+1

≤ |xn+1 − xn|
q

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|xn+1 − xn| ≤ |x1 − x0|
qn

=
1

aqn



ïðè âñåõ n ≥ 0, îòêóäà ïðÿìî âûòåêàåò, ÷òî îòðåçêè îáðàçóþò ñòÿ-
ãèâàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èòàê, ïðåäåë limn→∞ = α ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì a ∈ N. Î÷åâèäíî,
÷òî α > a > 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n →∞ â ðàâåíñòâå xn+1 =
a+1/xn, èìååì α = a+1/α, ÷òî ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ
α2−aα−1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ; íàñ
èíòåðåñóåò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Òàêèì îáðàçîì,

α =
a +

√
a2 + 4

2
.

10. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [c2, (c + 1)2], ãäå c > 0. Ïîëàãàÿ q1(x) = c2,
q2(x) = x, ïðèìåíèì òåîðåìó Øòóðìà ïðè c2 ≤ x ≤ (c + 1)2. Ôóíê-
öèÿ y1(x) = sin(cx + x0) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′′ + c2y = 0
ïðè ëþáîì x0 ∈ R. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî-
áû â òî÷êå c2 ôóíêöèÿ y1 îáðàùàëàñü â íîëü. Ïîñêîëüêó äëèíà
ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà ðàâíà (c + 1)2 − c2 = 2c + 1, òî÷êè âè-
äà c2 + πk/c áóäóò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [c2, (c + 1)2] ïðè óñëîâèè
0 ≤ πk/c ≤ 2c + 1. Âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ y1(x) îáðàùàåòñÿ
â íîëü.
Ïîëîæèì ν(c) = bc(2c + 1)/πc, ãäå ÷åðåç bxc ìû îáîçíà÷èëè öåëóþ
÷àñòü ÷èñëà x. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ y1(x) îáðàòèòñÿ â íîëü íà
îòðåçêå [c2, (c + 1)2] ïî êðàéíåé ìåðå â ν(c) + 1 òî÷êàõ. Ïîñêîëüêó
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ôóíêöèè y1(x) èìååòñÿ íóëü ôóíê-
öèè y2(x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ y′′ + xy = 0,
òî íà îòðåçêå [c2, (c+1)2] èìååòñÿ êàê ìèíèìóì ν(c) íóëåé ôóíêöèè
y2(x). Â ñèëó èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà π, ýòî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ
îòðåçêà [c2, (c + 1)2 − ε] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Ïðîñòîé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî ν(2) = b10/πc = 3, ν(3) = b21/πc =
6, ν(4) = b36/πc = 11. Îòðåçêè [4, 9 − ε], [9, 16 − ε], [16, 25] íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàòñÿ â îòðåçêå [0, 25]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà
îòðåçêå [0, 25] ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + xy = 0 îáðàùàåòñÿ â
íîëü ïî êðàéíåé ìåðå â ν(2) + ν(3) + ν(4) = 3 + 6 + 1 = 20 òî÷êàõ.


