
1. Äàíà ãðóïïà G ÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ ëèøü ýëåìåíòàðíûå ñâîé-
ñòâà, äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå G åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 2.

2. Äîêàçàòü ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x è ïðè íåêîòîðîì a 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

f(x + a) =
√

3 + f(x)
1−√3f(x)

.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + 3y2 = 1 â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.

4. Íåâûðîæäåííûå âåùåñòâåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû A, B ïîðÿäêà
n íàçîâ¼ì ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Φ(λ) ïîðÿäêà n, íåïðåðûâíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ ïðè
êàæäîì λ ∈ [0, 1] òàêàÿ, ÷òî Φ(0) = A, Φ(1) = B. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ
íåâûðîæäåííàÿ âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ãîìîòîïíà ìàòðè-
öå, â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå êîòîðîé ëèøü îäèí ýëåìåíò
íåíóëåâîé è ðàâåí 1 èëè −1.

5. Ïóñòü Ki � êðóã ðàäèóñîì ri ñ öåíòðîì Oi(ai, bi), ãäå i = 1, 2. Îáúåäè-
íåíèå K1 ∪K2 íàçîâ¼ì çâ¼çäíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ K1 ∪K2

îòðåçêè MO1, MO2 öåëèêîì ëåæàò â K1∪K2. Íàéòè óñëîâèÿ íà a1, b1,
a2, b2, r1, r2, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúåäèíåíèå
K1 ∪K2 áûëî çâ¼çäíûì.

6. Ïðÿìîóãîëüíèê m× n ðàçáèò íà êâàäðàòû ðàçìåðîì 1× 1. Â êàæäîì
èç êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ îäíà èç ÷åòûð¼õ âåðøèí, è èç íå¼ êàê èç öåíòðà ïðîâî-
äèòñÿ â ýòîì êâàäðàòå ÷åòâåðòü äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 1/2. Íàé-
òè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîé êîëè÷åñòâó
âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ïîëíûõ îêðóæíîñòåé.

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíîâ âèäà x3 +ax2 + bx+ c = 0 òàêèõ, ÷òî
èõ êîðíè (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) ðàâíû a, b, c ∈ R?

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñÿêîì u > 0 ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî
√

π

2
(
1− e−u2/2

)
<

u∫

0

e−x2/2 dx <

√
π

2
(
1− e−u2

)
.

9. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0 = a, xn+1 = a + 1/xn (n ≥ 0), ãäå a �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ýòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, è íàéòè å¼ ïðåäåë.

10. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ y′′+xy = 0 íà îòðåçêå [0, 25] èìååò íå ìåíåå 20 íóëåé. Ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
ÒåîðåìàØòóðìà. Ïóñòü q1(x), q2(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè, ãäå q1(x) ≤ q2(x) ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Ïóñòü yi(x) � ïðîèç-
âîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + qi(x)y = 0 íà èíòåðâàëå
(a, b), ãäå i = 1, 2. Òîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè y1(x) åñòü õîòÿ
áû îäèí íóëü y2(x).


